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1. Introduction.
Fixons un nombre premier p > 1 et soient Qp le corps des nombres
p-adiques et Cp la comple´tion d’une cloture agle´brique de Qp.
L’ensemble de Fatou F (R) ⊂ P(Cp) d’une fonction rationnelle R ∈
Cp(z) de degre´ au moins deux, est par de´finition l’ensemble des points
ayant un voisinage X ⊂ P(Cp) satisfaisant
∪n≥0R
n(X) omet au moins 3 points de P(Cp) ;
voir [Hs], [Be1], [Be2], [Be3] et [R-L1]. L’ensemble de Fatou est ouvert
par de´finition et il est aussi dense dans P(Cp), voir [R-L1].
D’apre`s un the´ore`me de L.C. Hsia, tout point de l’ensemble de Fatou
a un voisinage ou` la famille {Rn}n≥1 est uniforme´ment lipschitzienne
par rapport a` la distance chordale sur P(Cp), voir [Hs].
Dans le cas complexe on peut de´finir l’ensemble de Fatou de la meˆme
fac¸on. Pour e´tudier l’ensemble de Fatou dans le cas complexe on e´tudie
ces composantes connexes. Chaque composante connexe est associe´e a`
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un comportement dynamique bien determine´ : soit attractif (bassins
d’attraction), soit quasi-pe´riodique (disques de Siegel et anneaux de
Herman) ; voir [Su], [Mi] ou [Bea].
Dans le cas p-adique on ne peut pas faire la meˆme analyse (au moins
directement), car la droite P(Cp) est totalement disconnexe (toute com-
posante connexe de P(Cp) consiste d’un point). D’autre part, il y a des
fonctions rationnelles dont leur ensemble de Fatou est e´gal a` P(Cp) et
qui cependant ont au meˆme temps des comportements attractifs et
quasi-pe´riodiques.
Dans ce papier on introduit une notion convenable de composantes
de l’ensemble de Fatou (De´finition 1.2) et on donne une caracte´risation
des composantes pe´riodiques (The´ore`me A), qui est analogue au cas
complexe ; voir [Su], [Mi] ou [Bea].
1.1. Composantes de l’ensemble de Fatou. Comme P(Cp) est to-
talement disconnexe on remplace la notion de “composante connexe”
par celle de “composante analytique”, de´finit a` continuation. Rappelons
qu’un affino¨ıde ouvert est une intersection finie non vide de boules ou-
vertes.
De´finition 1.1 (Composante Analytique). Soit U une partie ouverte
de P(Cp) et soit x ∈ U . Alors la composante analytique de U con-
tenant x est l’union de tous les affino¨ıdes ouverts X ⊂ U contenant
x.
Cette de´finition est plus restreint que celle introduite dans [Be3], voir
aussi [R-L1].1
Pour traiter le cas des fonctions rationnelles dont l’ensemble de Fatou
est e´gal a` P(Cp), on conside`re la de´finition suivante.
De´finition 1.2 (Composantes de l’ensemble de Fatou). Soit R ∈ Cp(z)
une fonction rationnelle de degre´ au moins deux et soit x ∈ F (R).
Alors la composante de F (R) contenant x, est l’union de tous les
affino¨ıdes ouverts X ⊂ F (R) contenant x et tel que
∪n≥0R
n(X) omet au moins 3 points de P(Cp).
(On montre que deux composantes de l’ensemble de Fatou qui s’intersectent,
co¨ıncident. Ceci n’est pas une conse´quence imme´diate de la de´finition).
Dans le cas ou` F (R) 6= P(Cp), les composantes de F (R) co¨ıncident
avec les composantes analytiques de F (R) ; on peut comparer avec [Be1]
et [Be3].
1Ici on conside`re affino¨ıdes ouverts au lieu d’affino¨ıdes ferme´s. S’il on prend la
de´finition comme dans [Be3] ou [R-L1] (avec affino¨ıdes ferme´s) l’e´nonce´ correspon-
dant du The´ore`me A n’est pas vraie.
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L’image par R d’une composante de l’ensemble de Fatou c’est aussi
une composante de l’ensemble de Fatou. Alors pour une composante C
de F (R) il y a deux cas. Soit les composantes Rn(C), pour n ≥ 0, sont
disjointes deux a` duex ; on dit alors que C est errante. Soit il existe
m > n ≥ 0 tel que Rn(C) = Rm(C) ; alors la composante C0 = R
n(C)
satisfait Rm−n(C0) = C0 et on dit que la composante C0 est pe´riodique.
1.2. Classification des composantes pe´riodiques. Le bassin d’attraction
d’un point pe´riodique attractif z0 est l’ensemble des points x ∈ P(Cp)
satifaisant
∆(Rn(x), Rn(z0))→ 0 lorsque n→∞,
ou` ∆ note la distance chordale de P(Cp). De plus le bassin d’attraction
imme´diat de z0 est la composante analytique du bassin d’attraction qui
contient z0.
Le domaine de quasi-pe´riodicite´ de R est l’interieur de l’ensemble des
points de P(Cp) re´currents par R.
Dans [R-L1] on a caracte´rise´ la ge´ome´trie des bassins d’attraction
imme´diat et des composantes analytiques du domaine de quasi-pe´riodicite´.
En particulier les composantes analytiques du domaine de quasi-pe´riodicite´
sont des affino¨ıdes ouverts (The´ore`me 3 de [R-L1]).
The´ore`me A (Classification des Composantes Pe´riodiques).
Soit R une fonction rationnelle de degre´ au moins deux et soit C0
une composante pe´riodique de F (R). Alors il y a deux cas.
1. C0 est un bassin d’attraction imme´diat.
2. C0 est une composante analytique du domaine de quasi-pe´riodicite´.
Dans [R-L1] on a conjecture´ que l’ensemble de Fatou est la re´union
(disjointe) des bassins d’attraction et des pre´images du domaine de
quasi-pe´riodicite´. D’apre`s le The´ore`me A cette conjecture est e´quivalente
a` la conjecture suivante.
Conjecture de Non Errance. Toutes les composantes de l’ensemble
de Fatou sont pre´-pe´riodiques.
Dans le cas complexe un the´ore`me de D. Sullivan dit qu’il n’y a
pas de composantes errantes de l’ensemble de Fatou ; voir [Su]. De
plus il y a une caracte´risation analogue des composantes pe´riodiques :
une composante pe´riodique est soit un bassin d’attraction (d’un point
pe´riodique attractif ou parabolique), soit un disque de Siegel ou un
anneau de Herman ; voir [Su], [Mi] ou [Bea]. Les disques de Siegel et
anneaux de Herman sont analogues au domaine de quasi-pe´riodicite´,
car leur re´union est e´gal a` l’interieur de l’ensemble des points re´currents.
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1.3. Une proprie´te´ de point fixe pour les fonctions rationnelles.
Fixons une fonction rationnelle R ∈ Cp(z).
Une partie cle´ dans la de´monstration du The´ore`me A c’est d’analyser
la situation ou` un espace analytique X ⊂ P(Cp) est invariant par R,
i.e. R(X) ⊂ X .
Dans le cas complexe on applique le Lemme de Schwarz-Pick : R|X
est, soit une isome´trie, soit une contraction pour la distance hyper-
bolique de X ; voir e.g. [Mi] et [Bea].
Dans le cas p-adique il n’y a apparament pas d’analogue d’une dis-
tance hyperbolique de´finie surX . Alors on fait un raisonement comple`tement
diffe´rent. On conside`re l’action R∗ induite par R sur l’espace hyper-
bolique Hp ; voir [R-L2]. La proprie´te´ R(X) ⊂ X implique R∗(X̂) ⊂ X̂,
ou` X̂ ⊂ Hp est l’enveloppe convexe de X dans Hp ; voir figure 1.
CI p
X
*
R
R
X^ HI p
Figure 1.
Alors on peut appliquer la proprie´te´ suivante, qui est d’inte´reˆt inde´pendent
(l’ensemble X̂ est connexe et il contient au moins deux points).
Proprie´te´ de Point fixe. Soit R ∈ Cp(z) une fonction rationnelle et
soit X̂ ⊂ Hp un ensemble connexe contenant au moins deux points, tel
que R∗(X̂) ⊂ X̂. Alors, soit X̂ contient un point fixe rationnel de R∗ ;
soit il existe un point fixe attractif z0 ∈ P(Cp) de R, tel que X̂ contient
une demi-ge´ode´sique issue de z0.
(Les points rationnels de Hp sont les points de ramification de Hp).
Une conse´quence simple de cette proprie´te´ est la proposition suiv-
ante, laquelle est un pas important dans la preuve du The´ore`me A.
Proposition A. Soit X ⊂ P(Cp) un espace anlytique tel que R(X) ⊂
X. Alors X intersecte un bassin d’attraction imme´diat ou le domaine
de quasi-pe´riodicite´ de R.
Remerciements. Je voudrais remercier R. Benedetto, avec qui j’ai eu
des discussions re´lie´s a ce travail.
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2. Pre´liminaires.
Soit p > 1 un nombre premier, Qp le corps des nombres p-adiques et
soit Cp la plus petite extension comple`te et alge´briquement close de Qp.
On note | · | la norme sur Cp et C
∗
p = Cp−{0} le groupe multiplicatif
de Cp. On appelle
|C∗p| = {|z| | z ∈ C
∗
p}
= {r > 0 | logp r est rationnel}.
le groupe de valuation de C∗p. De plus on note ∆ la distance sur Cp
induite par | · |.
On note Op = {z ∈ Cp | |z| ≤ 1} l’anneau des entiers. Alors
mp = {z ∈ Cp | |z| < 1} est un ide´al maximal de Op. Le corps
C˜p = Op/mp est appelle´ le corps re´siduel de Cp, qui est isomorphe a` la
fermeture algebrique Fp du corps fini Fp. On identifie C˜p a` Fp.
Pour z ∈ Op on note z˜ la projection de z dans Fp. Pour ζ ∈ Fp on
pose B(ζ) = {z˜ = ζ}. Donc on a la partition,
Op = ⊔FpB(ζ).
2.1. La droite projective. On conside`re la droite projective P(Cp),
qui est l’ensemble des droites dans Cp × Cp passant par (0, 0). Pour
(x, y) ∈ Cp×Cp−{(0, 0)}, on note [x, y] ∈ P(Cp) le point correspondant
a` la droite {(λx, λy) | λ ∈ Cp}. On note ∞ le point [1, 0] ∈ P(Cp) et on
identifie P(Cp)− {∞} avec Cp, par l’application [λ, 1] −→ λ.
On e´tend la projection de Cp a` Fp a` une projection de P(Cp) = Cp ∪
{∞} a` P(Fp) = Fp ∪ {∞}, par z˜ =∞ ∈ Fp, pour z ∈ {|z| > 1} ∪ {∞}.
On pose B(∞) = {z˜ =∞} = {|z| > 1}∪{∞} et alors on a la partition
(1) P(Cp) = ⊔P(Fp)B(ζ).
On a une correspondance entre PGL(2,Cp) et les automorphismes de
P(Cp), telle que a` (
a
b
c
d
) ∈ PGL(2,Cp) correspond l’automorphsime de
P(Cp) donne´ en coordonne´es homoge`nes par [x, y] −→ [ax+by, cx+dy].
Le sous-groupe PGL(2,Op) de PGL(2,Cp) correspond aux automor-
phismes qui pre´servent la partition (1). De plus l’automorphisme de
P(Cp) associe´ a` (
a
c
b
d
) ∈ PGL(2,Op) pre´serve chaque e´le´ment de la par-
tition (1), si et seulement si |a− 1| < 1, |d− 1| < 1, |b| < 1 et |c| < 1.
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La distance chordale sur P(Cp) est de´finit par,
∆( [x, y], [x′, y′] ) =
|xy′ − x′y|
max{|x|, |y|}max{|x′|, |y′|}
ou` en coordonne´es,
∆(z, z′) =
|z − z′|
max{1, |z|}max{1, |z′|}
,
voir [Ru] ou [MS]. Cette distance co¨ıncide avec la distance induite par
| · | sur Op. De plus un automrophsime de P(Cp) pre´serve la distance
chordale, si et seulement si correspond a` un e´le´ment de PGL(2,Op).
2.2. Boules et couronnes. Etant donne´ r ∈ |C∗p| et a ∈ Cp on appelle
{z ∈ Cp | |z − a| < r} et {z ∈ Cp | |z − a| ≤ r}
boule ouverte de Cp et boule ferme´e de Cp, respectivement. Si r 6∈ |C
∗
p|
alors ces deux ensembles co¨ıncident et on l’appelle boule irrationnelle
de Cp. Notons que par de´finition une boule B de Cp est irrationnelle
si et seulement si diam(B) 6∈ |C∗p| ; en particulier si B est ouverte ou
ferme´e alors diam(B) ∈ |C∗p|.
Etant donne´s deux boules B et B′ de Cp il y a trois possibilite´s : soit
B ∩B′ = ∅, soit B ⊂ B′, soit B′ ⊂ B.
L’image d’une boule ouverte (resp. ferme´e, irrationnelle) par un
automorphisme de Cp est une boule de la meˆme nature.
Une boule ouverte (resp. ferme´e, irrationnelle) de P(Cp) est soit une
boule de Cp de la meˆme nature, soit le comple´mentaire d’une boule
ferme´e (resp. ouverte, resp. irrationnelle) de Cp. Pour ce qui suit le
mot boule de´notera une boule de P(Cp).
Etant donne´s deux boules B et B′ de P(Cp) il y a quatre possibilites :
soit B ∩ B′ = ∅, soit B ⊂ B′, soit B′ ⊂ B, soit B ∩ B′ 6= ∅ et
B ∪B′ = P(Cp).
Dans ce dernier cas les comple´mentaires de B et B′ sont disjointes ;
si B et B′ ne sont pas ferme´es alors on dit que B∩B′ est une couronne.
Apre`s changement de coordonne´e, on peut supposer B = {|z| < r} et
B′ = {|z| > r′} ∪ {∞} avec r′ < r ; alors
B ∩ B′ = {z ∈ Cp | logp |z| ∈ (logp r
′, logp r)}.
On note mod(B ∩ B′) = logp r − logp r
′ > 0, qui ne de´pend pas de
choix de coordonne´e, et on l’appelle le module de la couronne B ∩ B′.
L’image d’une boule ouverte (resp. ferme´e, irrationnelle) par un
automorphisme de P(Cp) est une boule de la meˆme nature.
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2.3. Fonctions rationnelles. Conside´rons une fonction rationnelle
R ∈ Cp(z) qui ne soit pas constante. Etant donne´ un point w ∈ P(Cp)
le degre´ local de R en w, que l’on note degR(w), est de´finit comme suit.
On conside`re des coordonne´es tel que w = 0 et R(0) = 0. Alors R est
localement de la forme
adz
d + ad+1z
d+1 + . . . , ou` d ≥ 1 et ad 6= 0 ;
on de´finit degR(w) = d et on dit que degR(w) est la multiplicite´ de w
comme pre´image de R(w). Il n’est pas difficile de voir que degR(w) ne
de´pend pas de choix des coordonne´es.
Pour w ∈ P(Cp) on a
(2)
∑
R(z)=w
degR(z) = deg(R)
et pour Q ∈ Cp(z) on a degQ◦R(w) = degQ(R(w)) · degR(w).
Etant donne´s X , Y ⊂ P(Cp) tel que R(X) ⊂ Y on dit que R : X −→
Y est de degre´ d, ou` d ≥ 1, si pour tout y ∈ Y
∑
x∈X,R(x)=y
degR(x) = d ;
de fac¸on e´quivalente, tout point dans Y a exactement d pre´images dans
X compte´es avec multiplicite´.
Les points critiques d’une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) sont les
points c ∈ P(Cp) tel que degR(c) > 1. Si c ∈ P(Cp) est un point
critique de R, alors la multiplicite´ de c comme point critique de R est
par de´finition degR(c) − 1. Une fonction rationnelle R a 2 deg(R) − 2
points critiques compte´s avec multiplicite´. C’est-a`-dire
∑
P(Cp)
(degR(c)− 1) = 2 deg(R)− 2.
On dit qu’un point z0 ∈ P(Cp) est pe´riodique par R s’il existe un
entier n ≥ 1 tel que Rn(z0) = z0. Alors on dit que n est une pe´riode
de z0 et si n ≥ 1 est le plus petit entier avec cette proprie´te´ on dit que
n est la pe´riode primitive de z0.
Dans ce cas on appelle λ = (Rn)′(z0) ∈ Cp le multiplicateur de z0.
Alors on dit que z0 est attractif, indiffe´rent ou re´pulsif selon que |λ| < 1,
|λ| = 1 ou |λ| > 1, respectivement. Toute fonction rationnelle a un
point fixe non re´pulsif ; voir [Be2].
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3. Bouts et espace hyperbolique
Dans cette section on rappelle la de´finition des bouts et du espace
hyperbolique Hp, voir [R-L2] pour les re´fe´rences.
L’espace hyperbolique est munit d’une distance naturelle pour laque-
lle est un espace me´trique complet ; voir Section 8.1. On n’en aura
besoin que dans la Section 8, mais parfois on fera des re´fe´rences a` la
topologie sur Hp induite par cette distance (e.g. Lemme 3.4).
3.1. Bouts. Soit {Bi}i≥0 une suite croissante de boules ferme´es ou ir-
rationnelles tel que B = ∪i≥0Bi soit une boule ouverte ou irrationnelle,
ou soit e´gale a` P(Cp). Alors {B−Bi}i≥0 est soit une suite decroissante
de couronnes, soit une suite decroissante de boules, respectivement. On
appelle {B − Bi}i≥0 chaine e´vanescente. Notons qu’on a
∩i≥0(B −Bi) = ∅
et par conse´quent B−Bi ⊂ Cp, pour i assez grand. De plus diam(B−
Bi) converge vers un nombre positive lorsque i→∞.
On dit que deux chaines e´vanescentes {B − Bi}i≥0 et {B
′ − B′i}i≥0
sont e´quivalentes si pour tout N ≥ 0 il existe n ≥ N tel que BN ⊂ B
′
n
et B′N ⊂ Bn. Dans ce cas B = B
′.
De´finition 3.1. Un bout est une classe de e´quivalence de chaines
e´vanescentes.
Soit P un bout et {B − Bi}i≥0 une chaine e´vanescente de´finissante.
Alors B de´pend seulement en P et on note BP = B.
Si BP = P(Cp), alors on dit que P est un bout singulier. Sinon BP
est une boule ouverte ou irrationnelle qui est de´termine´e par P. Si
BP est une boule ouverte (resp. irrationnelle) alors on dit que P est
rationnel (resp. irrationnel). Alors P −→ BP est une correspondance
entre les boules ouvertes (resp. irrationnelles) et les bouts rationnels
(resp. irrationnels).
Chaque automorphisme ϕ de P(Cp) induit une bijection sur les bouts
rationnels (resp. irrationnels, singuliers). On note cette action par ϕ∗.
3.2. Points de l’espace hyperbolique. Les points de l’espace hy-
perbolique Hp sont des ensembles de bouts ; chaque bout appartient a`
exactement un point. Il y a trois types de points de Hp : les points
singuliers, irrationnels et rationnels.
3.2.1. Points singuliers. Les points singuliers de Hp sont les ensembles
de la forme S = {P}, ou` P est un bout singulier.
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3.2.2. Points irrationnels. Les points irrationnels de Hp sont les en-
sembles de la forme {P,P ′} ou` P et P ′ sont des bouts irrationnels
satisfaisant BP ⊔BP ′ = P(Cp).
D’autre part, si B est une boule irrationnelle, alors B′ = P(Cp)− B
est aussi une boule irrationnelle et l’ensemble ayant les bouts de B et
B′ comme e´le´ments est un point irrationnelle de Hp.
3.2.3. Le point canonique et les points rationnels. Rappelons que pour
ζ ∈ P(Fp) on note´ B(ζ) la boule {z ∈ P(Cp) | z˜ = ζ} ; voir Pre´liminaires.
Donc on a la partition canonique
P(Cp) = ⊔P(Fp)B(ζ).
Alors le point canonique de Hp est l’ensemble Scan = {P(ζ)}P(Fp), ou`
P(ζ) est le bout de B(ζ).
De plus les points rationnels de Hp sont les ensembles de la forme
{ϕ∗(P(ζ))}P(Fp), ou` ϕ est un automorphisme de P(Cp). En particulier
Scan est un point rationnel. Notons qu’on a un parame´trage de S par
P(Fp) qui est unique, sauf changement de coordonne´e projectif de P(Fp).
3.2.4. Partitions de la droite projective. Notons que pour tout point
S ∈ Hp on a la partition
(3) P(Cp) = ⊔SBP .
Si le point S est singulier cette partition est triviale.
Si le point S est rationnel (resp. irrationnel) chaque BP , pour P ∈ S,
est un boule rationnelle (resp. irrationnelle) ; on dit que BP est une
boule associe´e a` S. Alors on a la proprie´te´ de maximalite´ suivante. Si
B est une boule associe´e a` S et D est une boule disjointe de B, alors
il existe une boule B′ associe´e a` S qui contient D (voir [R-L2]).
3.3. Espace hyperbolique.
De´finition 3.2. L’espace hyperbolique p-adique, qu’on note Hp,
est l’ensemble des points rationnels, irrationnels et singuliers. De plus
on note HQp (resp. H
R
p) l’ensemble des points rationnels (resp. non
singuliers) de Hp.
Il est claire que chaque le groupe PGL(2,Cp) des automorphismes de
P(Cp) agit sur Hp, pre´servant H
R
p et H
Q
p . Cette action est transitive sur
HQp et le stabilisateur du point Scan correspond au groupe PGL(2,Op).
Par conse´quent on a une bijection entre PGL(2,Cp)/PGL(2,Op) et H
Q
p .
Etant donne´ un automorphisme ϕ de P(Cp) on note ϕ∗ l’action sur
Hp induite par ϕ.
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3.3.1. Proprie´te´ de se´paration.
De´finition 3.3. Soit S ∈ Hp et X ⊂ P(Cp).
(1) Si S ∈ HRp est non singulier et si X intersecte au moins deux
boules associe´es a` S, alors on dit que S se´pare X et on note
S ≺ X.
(2) Si S = {P} ∈ Hp est singulier et si pour toute chaine e´vanescente
{Di}i≥0 de´finissant P on a Di ⊂ X, pour i assez grand, alors
on note S ≺ X.
Soient S ∈ Hp et X , Y ⊂ P(Cp). Alors S ≺ X et X ⊂ Y implique
S ≺ Y . D’autre part, si S est singulier, S ≺ X et S ≺ Y implique
X ∩ Y 6= ∅.
3.3.2. Ge´ode´siques et demi-ge´ode´siques. Pour r ∈ R on note Sr le point
associe´ a` la boule {|z| < pr}.
Etant donne´ deux points distincts z, z′ ∈ P(Cp) la ge´ode´sique de Hp
joignant z et z′, qu’on note (z, z′), est l’ensemble de tous les points de
HRp qui se´pare {z, z
′} ⊂ P(Cp). Apre`s changement de coordonne´e on
peut supposer z = 0 et z′ =∞ et alors la ge´ode´sique correspondant est
e´gale a` {Sr}R. Si l’on munit Hp de sa distance naturelle alors chaque
ge´ode´sique est isome´trique a` R ; voir [R-L2].
Etant donne´ z ∈ P(Cp) et S ∈ H
R
p , soit P ∈ S le bout tel que
z ∈ BP . Alors la demi-ge´ode´sique joignant z et S, qu’on note (z,S),
est l’ensemble de tous les points de HRp qui se´pare BP − {z} et le
comple´mentaire de BP − {z}. Apre`s changement de coordonne´e on
peut supposer z = 0 et S = Sr0 et alors la demi-ge´ode´sique correspon-
dant est e´gale a` {Sr}r<r0 ; voir aussi Lemme 8.6.
3.3.3. Enveloppes convexes. Etant donne´ un ensemble X ⊂ P(Cp) on
appelle
X̂ = {S ∈ Hp | S ≺ X}
l’enveloppe convexe de X . Notons qu’il contient tous les ge´ode´siques
joignant points distincts de X , mais X̂ peut aussi contenir des points
singuliers.
Lemme 3.4. Pour une parite X ⊂ P(Cp) contenant au moins deux
points on a les proprie´te´s suivantes.
(1) L’ensemble X̂ = {S ∈ Hp | S ≺ X} contient au moins deux
points et il est connexe.
(2) Si X̂ contient une demi-ge´ode´sique issue de z0 ∈ P(Cp), alors z0
appartient a` la fermeture topologique de X dans P(Cp).
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Preuve.
1.− L’assertion sur la connexite´ de X̂ c’est le Lemme 3.8 de [R-L2].
Comme X contient au moins deux points, l’ensemble X̂ ⊂ Hp contient
une ge´ode´sique de Hp. Alors X̂ contient au moins duex points, car
chaque ge´ode´sique de Hp contient une infinite´ de points.
2.− Apre`s changement de coordonne´e on suppose z0 = 0. Pour r > 0
soit Sr ∈ Hp le point associe´ a` {|z| < r}. Notons que si Sr se´pare X ,
alors {|z| ≤ r} intersecte X . Par hypothe`se pour r > 0 petit le point Sr
se´pare X , donc on conclut que 0 appartient a` la fermeture topologique
de X . 
3.4. Action des fonctions rationnelles sur les bouts et les points.
Fixons une fonction rationnelle R ∈ Cp(z).
3.4.1. Action sur les bouts. La proposition suivante de´crit l’action des
foncitons rationnels sur les bouts, voir Proposition 4.1 de [R-L2].
Proposition 3.5. Soit P un bout rationnel (resp. irrationnel, sin-
gulier). Alors il existe un bout P ′ de la meˆme nature et un entier
d ≥ 1 tel que pour toute chaine e´vanescente {Ci}i≥0 de´finissant P, il
existe N ≥ 1 tel que on ait les proprie´te´s suivantes.
(1) {R(Ci)}i≥N est une chaine e´vanescente de´finissant P
′.
(2) Pour tout i ≥ N , R : Ci −→ R(Ci) est de degre´ d.
On note R∗(P) = P
′ et degR(P) = d.
Le lemme suivant c’est le Lemme 4.2 de [R-L2].
Lemme 3.6. Soit P un bout non singulier. Alors, soit R : BP −→
BR∗(P) est de degre´ degR(P), soit R(BP) = P(Cp). En particulier dans
les deux cas on a BR∗(P) ⊂ R(BP).
3.4.2. Action sur les points de Hp.
Etant donne´ un point singulier S = {P} ∈ Hp on note
R∗(S) = {R∗(P)} et degR(S) = degR(P) ≥ 1.
Pour un point irrationnel S = {P,P ′} ∈ Hp on a
degR(P) = degR(P
′) ≥ 1 et {R∗(P), R∗(P
′)} ∈ Hp
est un point irrationnel de Hp. On note degR(S) et R∗(S) ∈ Hp respec-
tivement.
La proposition suivante de´crit l’action d’une fonction rationnelle sur
les points rationnels de Hp ; voir [R-L1] Proposition 2.4.
Proposition 3.7. Soit R ∈ Cp(z) une fonction rationnelle et S ∈ H
Q
p
un point rationnel. Alors on a les proprie´te´s suivantes.
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(1) Il existe un point rationnel S ′ ∈ HQp tel que si P ∈ S alors
R∗(P) ∈ S
′.
(2) Conside´rons des parame´trages
S = {P(ξ)}ξ∈P(Fp) et S
′ = {P ′(ξ)}ξ∈P(Fp).
Alors il existe une fonction rationnelle R˜ ∈ Fp(z) telle que pour
tout ξ ∈ P(Fp) on a
R∗(P(ξ)) = P
′(R˜(ξ)) et degR(P(ξ)) = degR˜(ξ).
Donc pour tout P ′ ∈ S ′∑
P∈S,R∗(P)=P ′
degR(P) = deg(R˜).
(3) Il existe un sous-ensemble fini T ⊂ S tel que R(DP) = P(Cp)
pour tout P ∈ T et tel que R : DP −→ DR∗(P) est de degre´
degR(P) pour tout P ∈ S − T ; dans ce dernier cas R(DP) =
DR∗(P).
On note degR(S) ≥ 1 le degre´ de R˜, qui ne de´pend pas de choix des
coordonne´es.
3.4.3. Points pe´riodiques. On dit qu’un point S ∈ Hp est pe´riodique
par R∗ s’il existe un entier n ≥ 1 tel que R
n
∗ (S) = S. Dans ce cas on
dit que S est re´pulsif si degRn(S) > 1 et on dit que S est indiffe´rent si
degRn(S) = 1.
Tout point pe´riodique re´pulsif est rationnel ; voir [R-L2] Proposi-
tion 5.4.
4. Affino¨ıdes et espaces analytiques (ouverts).
Un affino¨ıde ouvert (resp. ferme´) est une intersection finie non vide
de boules ouvertes (resp. ferme´es).
Le comple´mentaire d’un affino¨ıde ouvert (resp. ferme´) X ⊂ P(Cp) est
une union finie disjointe de boules ferme´es (resp. ouvertes) B1, . . . , Bk.
Alors les bouts de X sont par de´finition les bouts des boules ouvertes
P(Cp)−Bi. Donc si P1, . . . ,Pk sont les bouts d’un affino¨ıde ouvert X ,
on a X = ∩BPi .
L’union de deux d’affino¨ıdes ouvertes (resp. ferme´es) dont l’intersection
est non vide est un affino¨ıde ouvert (resp. ferme´). De plus un intersec-
tion finie non vide de affino¨ıdes ouverts (resp. ferme´s) est un affino¨ıde
ouvert (resp. ferme´).
Un espace analytique (ouvert) est l’union (finie ou infinie) de affino¨ıdes
ferme´s (resp. ouverts) contenant un meˆme point. Comme toute affino¨ıde
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ouvert est une union croissante de affino¨ıdes freme´s tout espace analy-
tique ouvert est un espace analytique. Mais par example un affino¨ıde
ferme´ est un espace analytique qui n’est pas un espace analytique ou-
vert. Les affino¨ıdes ouverts et les couronnes sont des espaces analy-
tiques ouverts.
Rappelons que pour une partie ouverte U de P(Cp) et x ∈ U on a
de´finit la composante analytique de U qui contient x comme l’union
de tous les affino¨ıdes ouverts contenus dans U et qui contient x ; voir
Introduction.
Comme l’union de deux affino¨ıdes ouverts contenant un meˆme point
est aussi un affino¨ıde ouvert, deux composantes analytiques qui s’intersectent
co¨ıncident. En particulier U est l’union disjointe de ces composantes
analytiques. De plus notons que toute composante analytique est un
espace analytique ouvert.
Remarque 4.1. La de´finition de composante analytique conside`re ici
est plus restreint que celle introduite par R. Benedetto dans [Be3], voir
aussi [R-L1] ; ici on conside`re affino¨ıdes ouverts au lieu d’affino¨ıdes
ferme´s. D’apre`s le Corollaire 4.4 (plus bas) ces deux de´finitions co¨ıncident
lorsque la composante analytique au sense de [Be3] (i.e. avec affino¨ıdes
ferme´s) est un espace analytique ouvert. Voir aussi Remarque 6.4.
4.1. Espaces analytiques et proprie´te´ de se´paration. L’objectif
de cette section est de montrer la proprie´te´ suivante.
Proposition 4.2. Soit S ∈ Hp un point non singulier et soit X ⊂ P(Cp)
un espace analytique tel que S ≺ X. Alors l’ensemble T des bouts
P ∈ S tel que BP 6⊂ X est fini. Si de plus X est un espace analytique
ouvert, alors pour tout P ∈ T il existe une couronne CP ⊂ X ayant P
comme bout.
La preuve de cette proposition est plus bas. D’abord on conside`re
quelque corollaires.
Corollaire 4.3. Soit X ⊂ P(Cp) un espace analytique ouvert. Alors
pour tout affino¨ıde ferme´ Y ⊂ X il existe un affino¨ıde ouvert Y ′ tel
qu’on ait Y ⊂ Y ′ ⊂ X.
Preuve. Comme Y est un affino¨ıde ferme´ son comple´mentaire dans
P(Cp) est une re´union disjointe de boules ouvertes B1, . . . , Bk. Soit Si
le point (rationnel) associe´ a` Bi. Alors chaque boule Bi est contenue
dans une boule associe´e a` Si (voir Section 3.2.4). Comme il existe une
infinite´ de boules associe´es a` Si (car Si est rationnel) on a Si ≺ X .
Par la Proposition 4.2 pour chaque boule Bi il existe une boule ferme´e
Di ⊂ Bi telle que Ci = Bi−Di ⊂ X . Alors Y
′ = P(Cp)−D1 ⊔ . . .⊔Dk
est un affino¨ıde ouvert qui contient Y et qui est contenu dans X . 
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Le corollaire suivante est une conse´quence imme´diate du corollaire
pre´ce´dent
Corollaire 4.4. Soit U ⊂ P(Cp) un ouvert, soit x ∈ U et soit X ⊂ U
l’union de tous les affino¨ıdes ferme´s contenant x et contenus dans U . Si
l’espace analytique X est un espace analytique ouvert, alors X co¨ıncide
avec la composante analytique de U qui contient x.
Le preuve de la Proposition 4.2 de´pend du lemme suivant.
Lemme 4.5. Soit S ∈ HRp un point non singulier et B
′ ⊂ P(Cp) une
boule telle que S ≺ P(Cp) − B
′. Alors il existe une unique boule B
associe´e a` S qui intersecte B′ et alors B′ ⊂ B.
Preuve. Comme S ≺ D′ = P(Cp)− B
′ il existe des boules distincts B0
et B1 associe´es a` S qui intersecte D
′. Apre`s changement de coordonne´e
on peut supposer 0 ∈ B0 ∩ D
′ et ∞ ∈ B1 ∩ D
′. Alors il exsite r > 0
tel que B0 = {|z| < r} et B1 = {|z| > r} ∪ {∞}. De plus B
′ =
P(Cp)−D
′ ⊂ Cp−{0} et par conse´quent B
′ est de la forme {|z−a| < s}
ou {|z − a| ≤ s}, ou` 0 < s ≤ |a| ou 0 < s < |a| respectivement.
Si |a| > r (resp. |a| < r, |a| = r), alors B0 (resp. B1, {|z − a| < r})
est une boule associe´e a` S qui contient B′, et par conse´quent elle est
la seule boule associe´e a` S qui intersecte B′. 
Prueve de la Proposition 4.2. Soit Y ⊂ X un affino¨ıde ferme´ tel que
S ≺ Y . Alors P(Cp) − Y est une re´union finie disjointe de boules
ouvertes B1, . . . , Bn. Si P ∈ T , alors BP intersecte un des boules Bi
et comme S ≺ Y ⊂ P(Cp) − Bi on a Bi ⊂ BP (Lemme 4.5). Donc
l’ensemble T est fini.
Si l’espace analytique X est ouvert, soit Z ⊂ X un affino¨ıde ouvert
tel que S ≺ Z. Alors P(Cp) − Z est une re´union disjointe de boules
ferme´es D1, . . . , Dm. Comme dans le cas pre´ce´dent, pour tout bout P ∈
T la boule BP contient les boules Di qui elle intersecte (Lemme 4.5).
Comme les boules Di sont ferme´es on peut choisir une boule ferme´e
DP ⊂ BP contenant les Di contenus dans BP . Alors CP = BP −DP ⊂
Z ⊂ X est une couronne ayant P comme bout. 
4.2. Espaces analytiques et fonctions rationnelles. L’image d’un
affino¨ıde ouvert (resp. ferme´) par une fonction rationnelle est un affino¨ıde
ouvert (resp. ferme´) ; voir e.g. Proposition 2.6 de [R-L1]. Par conse´quent
l’image par une fonction rationnelle d’un espace analytique (ouvert) est
aussi un espace analytique (ouvert).
De plus on a la proprie´te´ suivante ; voir Proposition 2.6 de [R-L1].
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Proposition 4.6. Soit X ⊂ P(Cp) un espace analytique (resp. affino¨ıde)
ouvert. Alors R−1(X) a un nombre fini de composantes analytiques
X1, . . . , Xk et pour chaque 0 ≤ i ≤ k l’application R : Xi −→ X est de
degre´ di ≥ 1, ou` les entiers di satisfont d1 + · · ·+ dk = deg(R).
On aura besoin du lemme suivante dans la Section 8.
Lemme 4.7. Soit X ⊂ P(Cp) un espace analytique et soit R ∈ Cp(z)
une fonction rationnelle. Alors si S ∈ Hp satifait S ≺ X, on a R∗(S) ≺
R(X).
Preuve. Soit S ∈ Hp tel que S ≺ X .
Si S = {P} est singulier, soit {Di}i≥0 une chaine e´vanescente de´ffinisant
P. On suppose que {R(Di)}i≥0 est une chaine e´vanescente de´ffinisant
R∗(P) (voir Proposition 3.5). Par hypothese on a Di ⊂ X pour i ≥ 0
assez grand et par conse´quent R(Di) ⊂ R(X).
Supposons S non singulier. Soit T l’ensemble fini des bouts P ∈ S
tel que BP 6⊂ X (Proposition 4.2). D’apre`s le Lemme 3.6, pour tout
bout P ∈ R∗(S) qui n’appartient pas a` l’ensemble fini R∗(T ), on a
BP ⊂ R(X). 
5. Points pe´riodiques re´pulsifs.
Fixons une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) de degre´ au moins duex.
D’apre`s un the´ore`me de L.C. Hsia ([Hs]), pour tout ouvertX ⊂ P(Cp)
contenant un point pe´riodique re´pulsif de R, on a 2
P(Cp)−E(R) ⊂ ∪n≥0R
n(X),
ou` l’ensemble E(R) ⊂ P(Cp) cointient au plus deux points (il est appele´
l’ensemble exceptionnel de R, voir Section 5.1).
La proposition suivante donne un analogue de cette proprie´te´.
Proposition 5.1. Soit X ⊂ P(Cp) un espace analytique ouvert. S’il
existe un point pe´riodique re´pulsif S ∈ Hp (pour l’action de R) tel que
S ≺ X, alors on a
P(Cp)−E(R) ⊂ ∪n≥0R
n(X).
La preuve de cette proposition est dans la Section 5.2. Dans la
Section 5.1 on conside`re des proprie´te´s de l’ensemble exceptionnel.
2En effet, ceci est vraie pour tout ouvert X qui intersecte l’ensemble de Julia,
voir Corollary 2.4 et Remark 2.7 de [Hs].
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5.1. Ensembles exceptionnels.
De´finition 5.2. Soit R ∈ Cp(z) (resp. R˜ ∈ Fp(z)) une fonciton ra-
tionnelle de degre´ au moins deux. Alors on dit qu’un point de P(Cp)
(resp. P(Fp)) est exceptionnel, s’il a un nombre fini de pre´images par
les ite´re´s de R (resp. R˜). On note E(R) ⊂ P(Cp) l’ensemble des points
exceptionnels de R.
Proposition 5.3. Soit R ∈ Cp(z) (resp. R˜ ∈ Fp(z)) une fonction
rationnelle de degre´ au moins deux.
(1) Tout point exceptionnel x est pe´riodique et on a
degR(x) = deg(R) > 1 (resp. degR˜(x) = deg(R˜) > 1).
(2) R a au plus 2 points exceptionnels.
Preuve.
1.− Soit E l’ensemble fini de toutes les pre´images de x. Alors R
(resp. R˜) induit une bijection sur E. Par conse´quent tout point dans
E a une unique pre´image par R (resp. R˜) dans P(Cp) (resp. P(Fp)),
d’ou` l’assertion 1.
2.− Par 1, tout point exceptionnel est un point critique de multi-
plicite´ deg(R)− 1. Comme R a 2 deg(R)− 2 points critiques compte´s
avec multiplicite´, on conclut que R a au plus 2 points exceptionnels. 
5.2. Preuve de la Proposition 5.1. Le lemme suivant de´pend du
Lemme 10.1 dans l’Appendice 1.
Lemme 5.4. Soit P un bout tel que R∗(P) = P et degR(P) > 1. Pour
une couronne C ⊂ P(Cp) ayant P comme bout, il y a duex cas.
(1) Il existe n ≥ 1 tel que BP ⊂ R
n(C).
(2) Il existe x ∈ BP tel que BP − {x} ⊂ ∪n≥0R
n(C).
Preuve. Supposons que pour tout n ≥ 1 la boule BP n’est pas contenue
dans Rn(C).
Pour n ≥ 0 on de´finit inductivement une couronne Cn ⊂ R
n(C)
ayant P comme bout. Posons C0 = C et supposons que Cn est de´ja`
de´finit. Comme Cn ⊂ R
n(C) et BP 6⊂ R
n+1(C), on a BP 6⊂ R(Cn).
Donc par le Lemme 10.1
Cn+1 = R(Cn) ∩ BP ⊂ R
n+1(C)
est une couronne ayant P comme bout.
De plus on a mod(Cn+1) ≥ mod(Cn)+m0, ou`m0 = min{m, mod(C)}
et m > 0 est donne´ par le Lemme 10.1. Donc mod(Cn) ≥ n ·m0 →∞
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lorsque n → ∞. Par conse´quent le diame`tre chordale de la boule
Bn = BP − Cn te´nd vers ze´ro lorsque n→∞.
Quite a` re´duire C on suppose C ⊂ R(C). Alors Cn ⊂ Cn+1 et par
conse´quent {Bn}n≥0 est une suite decroissante. Donc ∩n≥0Bn consiste
d’un point (car Cp est complet) qu’on note x. On a
BP − {x} = ∪n≥0Cn ⊂ ∪n≥0R
n(C).
Preuve de la Proposition 5.1. Quitte a` remplacer R par un ite´re´ on
suppose que S est fixe´ par l’action de R. D’apre`s le Proposition 4.2 il
existe un ensemble fini T ⊂ S tel que BP ⊂ X pour P ∈ S − T et tel
que pour P ∈ T il existe une couronne CP ⊂ X ayant P comme bout.
Soit P ∈ T . S’il existe P ′ ∈ S − T et n ≥ 1 tel que Rn∗ (P
′) = P, on
a BP ⊂ BRn∗ (P ′) ⊂ R
n(X) (Lemme 3.6). Sinon tous les pre´images de P
dans S par les ite´re´s de R∗ sont dans T . Comme l’ensemble T est fini,
le bout P correspond a` un point exceptionnel de R∗|S (Proposition 3.7
et De´finition 5.2). Par conse´quent P est pe´riodique et on a degR(P) >
1 (Proposition 5.3). Par le Lemme 5.4, soit il existe n ≥ 1 tel que
BP ⊂ R
n(BP), soit il existe xP ∈ BP tel que
BP − {xP} ⊂ ∪n≥0R
n(CP) ⊂ ∪n≥0R
n(X).
Dans les deux cas P(Cp) − ∪{xP} ⊂ ∪n≥0R
n(X). Si xP n’est pas un
point exceptionnel alors il existe mP ≥ 1 tel que xP ∈ R
mP (P(Cp) −
∪{xP}) ⊂ ∪n≥0R
n(X). On conclut P(Cp)− E(R) ⊂ ∪n≥0R
n(X). 
6. Bassins d’attraction et le domaine de quasi-pe´riodicite´.
Fixons une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) de degre´ au moins deux.
Rappelons les de´finitions suivantes, voir Introduction et [R-L1].
- Etant donne´ un point pe´riodique attractif z0 ∈ P(Cp) de R, son bassin
d’attraction c’est l’ensemble des points x ∈ P(Cp) satifaisant
∆(Rn(x), Rn(z0))→ 0 lorsque n→∞.
Alors le bassin d’attraction imme´diat de z0 est la composante analytique
du bassin d’attraction qui contient z0.
- Le domaine de quasi-pe´riodicite´ E(R) ⊂ P(Cp) de R est l’interieur de
l’ensemble des points de P(Cp) re´currents par R.
L’objectif de cette section est de montrer la proposition suivante.
Rappelons que E(R) ⊂ P(Cp) note l’ensemble exceptionnel de R, qui
contient au plus deux points ; voir Section 5.1.
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Proposition 6.1. Soit C un bassin d’attraction imme´diat ou une com-
posante analytique du domaine de quasi-pe´riodicite´. Si X ⊂ P(Cp) est
un espace analytique ouvert qui intersecte C et qui n’est pas contenu
dans X, on a
P(Cp)−E(R) ⊂ ∪n≥0R
n(X).
La preuve de cette proposition est base´e sur les The´ore`mes 2 et 3
de [R-L1] et sur la Proposition 5.1 dans la Section 5. Le cas des com-
posantes analytiques du domain de quasi-pe´riodicite´ est dans la Sec-
tion 6.1 et celui des bassin d’attraction imme´idats dans la Section 6.2.
D’abord on montre la proposition suivante.
Proposition 6.2. Soit C un bassin d’attraction imme´diat ou une com-
posante analytique du domaine de quasi-pe´riodicite´. Alors ∪n≥0R
n(C)
omet au moins 3 points de P(Cp).
Cette proposition est une conse´quence imme´diate du lemme suivant.
Lemme 6.3.
(1) Le comple´mentaire d’un bassin d’attraction d’un cycle est infini.
(2) Pour tout n ≥ 0 le comple´mentaire de R−n(E(R)) est infini.
Preuve.
1.− Toute fonction rationnelle a une infinite´ de points pe´riodiques
(Remarque 7.9) et un bassin d’attraction d’un cycle contient un nombre
fini de points pe´iodiques (les e´le´ments du cycle).
2.− On suppose E(R) 6= ∅ ; alors E(R) est infini car il est un ouvert.
Pour n ≥ 0 posons En(R) = R
−n(E(R)). Comme R est injective sur
E0(R) = E(R) (car par de´finition tout point de E(R) est re´current
par R), l’ensemble E1(R) − E0(R) est infini. Donc pour tout n ≥ 0
l’ensemble En+1(R)− En(R) = R
−n(E1(R)− E0(R)) est infini. 
6.1. Domaine de quasi-pe´riodicite´. Rappelons qu’on noteR∗ l’action
sur Hp induite par R. Le the´ore`me suivant est une reformulation du
The´ore`me 3 de [R-L1], voir Remarque 6.4.
The´ore`me ([R-L1] The´ore`me 3). Soit R ∈ Cp(z) une fonction ra-
tionnelle de degre´ au moins deux. Alors chaque composante analytique
C ⊂ P(Cp) du domaine de quasi-pe´riodicite´ de R est un affino¨ıde ouvert
et chaque point de Hp contenant un bout de C est un point pe´riodique
re´pulsif de R∗.
Preuve de la Proposition 6.1 dans le cas des composantes analytiques
du domaine de quasi-pe´riodicite´.
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Soient P1, . . . ,Pk les bouts de C et S1, . . . ,Sk les points correspon-
dants. Comme X n’est pas contenu dans C = ∩BPi il existe 1 ≤ i ≤ k
tel que X intersecte le comple´mentaire de BPi . D’autre part X in-
tersecte C ⊂ BPi , donc Si ≺ X . Alors l’asseriton suit de la Proposi-
tion 5.1. 
6.2. Bassins d’attraction imme´diat. Soit z0 ∈ P(Cp) un point pe´riodique
attractif de R ; quitte a` changer R par un ite´re´ on suppose que z0 est
fixe´ par R.
The´ore`me ([R-L1] The´ore`rme 2). Soit C ⊂ P(Cp) le bassin d’attraction
imme´diat de z0 et soit D une boule ouverte telle que z0 ∈ R(D) ⊂ D.
Pour n ≥ 0 notons Xn la composante analytique de R
−n(D) qui con-
tient z0. Alors C = ∪n≥0Xn. De plus il y a deux cas
(1) C est une boule ouverte.
(2) C est un espace analytique de type Cantor.
On aura pas besion de de´finir les espaces analytiques de type Cantor,
on renvoie le lecteur a` [R-L1].
Notons que chaque Xn est un affino¨ıde ouvert (Proposition 4.6) et
par conse´quent C = ∪n≥0Xn est un espace analytique ouvert ; voir
Remarque 6.4.
Preuve de la Proposition 6.1 dans le cas des bassins d’attraction.
1.− Supposons que Xn est une boule pour tout n ≥ 0 : ce cas
correspond au cas ou` C est une boule ouverte.
Comme R : C −→ C est de degre´ au moins deux (cf. Corollaire 4.16
de [R-L1]) le point de Hp contenat le bout de C est un point fixe
re´pulsif pour l’action de R. Alors la de´monstration est simlaire au cas
des composantes analytiques du domaine de quasi-pe´riodicite´.
2.− Supposons alors qu’il existe n0 ≥ 1 tel que Xn n’est pas une
boule : ce cas correspond au cas ou` C est de “type Cantor”.
Soit X ⊂ P(Cp) un espace analytique ouvert qui intersecte C et le
comple´mentaire de C ; voir Remarque 6.5. On se rame`ne au cas ou` X
est un affino¨ıde ouvert. On montrera P(Cp) − {z0} ⊂ ∪n≥0R
n(X), ce
qui implique l’assertion desire´e.
Etant donne´ un bout non singulier P on note B˜P = P(Cp)−BP , qui
est une boule ferme´e ou irrationnelle.
Sans perte de ge´ne´ralite´ on suppose n0 = 1, donc X1 a au moins
deux bouts. Rappelons que X0 = D est une boule ouverte, soit P0 son
bout. Comme X0 ⊂ X1, pour tout bout Q de X1 on a B˜Q ⊂ B˜P0 .
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Comme pour tout bout P de Xn on a R
n
∗ (P) = P0, il exsite au moins
deux bouts Q, Q′ de Xn+1 tel que B˜Q, B˜Q′ ⊂ B˜P .
CommeX 6⊂ C, pour chaque n ≥ 0 l’affino¨ıdeX intersecte l’ensemble
P(Cp)−Xn = ⊔ bouts de XnB˜Q.
Donc on peut trouver inductivement une suite {Pn}n≥0 de bouts tel
que pour n ≥ 0 : Pn soit un bout de Xn, B˜Pn+1 ⊂ B˜Pn et telle que B˜Pn
intersecte X , pour n ≥ 0.
Comme ∩n≥0B˜Pn est disjoint de C et X intersecte chaque B˜Pn , il
existe N ≥ 0 tel que pour n ≥ N , B˜Pn − B˜Pn+1 intersecte X . Donc
pour n > N toute composante D0 de P(Cp) − X est soit disjointe de
B˜Pn − B˜Pn+1 , soit contenue dans B˜Pn − B˜Pn+1 . Par conse´quent il existe
n > N tel que B˜Pn − B˜Pn+1 ⊂ X .
Soit Q un bout de Xn+1 tel que B˜Q ⊂ B˜Pn et Q 6= Pn+1. On
a B˜Q ⊂ B˜Pn − B˜Pn+1 ⊂ X . Comme Q est un bout de Xn+1 on a
Rn+1∗ (Q) = P0 et par conse´quent
P(Cp)−D = B˜P0 ⊂ R
n+1(B˜Q) ⊂ R
n+1(X) ;
voir Lemme 3.6. Donc pour k ≥ 0 on a P(Cp)−R
k(D) ⊂ Rk+n+1(X) (cf.
Lemme 3.6). Quitte a` re´duire D on peut supposer ∩n≥0R
k(D) = {z0},
donc P(Cp)− {z0} ⊂ ∪m≥0R
m(X). 
Remarque 6.4. Dans la de´finition de composante analytique dans [R-L1]
(comme dans [Be3]), on conside`re des affino¨ıdes ferme´s au lieu des
affino¨ıdes ouverts. Dans les The´ore`mes 2 et 3 de [R-L1] les com-
posantes analytiques (au sense de [R-L1]) en question sont des espaces
analytiques ouverts or le Corollaire 4.4 montre que ces espaces analy-
tiques sont aussi des composantes analytiques au sense qu’on conside`re
ici.
Remarque 6.5. Contrairement aux cas pre´ce´dents, dans ce cas on
n’utilise pas que X soit un espace analytique ouvert ; la preuve s’applique
sans changement si X est un espace analytique quelconque. Donc on
obtient la proprie´te´ plus forte suivante : si C ⊂ P(Cp) est un bassin
d’attraction imme´diat de Type Cantor de R et si X ⊂ P(Cp) est un
espace analytique intersectant C et son comple´mentaire, alors on a
P(Cp)− E(R) ⊂ ∪n≥0R
n(X).
7. L’ensemble de Fatou et ces composantes.
Fixons une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) de degre´ au moins deux.
Rappelons qu’on a de´finit l’ensemble de Fatou F (R) ⊂ P(Cp) de R
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comme l’ensemble de tous les points ayant un voisinage X ⊂ P(Cp)
satisfaisant
(4) ∪n≥0R
n(X) omet au moins 3 points de P(Cp).
Notons que F (R) est ouvert par de´finition. L’ensemble J(R) = P(Cp)−
F (R) est appele´ l’ensemble de Julia de R.
La Proposition 7.2 (plus bas) montre que cette de´finition de l’ensemble
de Fatou co¨ıncide avec la de´finition introduite par L.C. Hsia dans [Hs].
En particulier on a R−1(F (R)) = F (R), R−1(J(R)) = J(R) et pour
tout entier n ≥ 1 on a F (Rn) = F (R) et J(Rn) = J(R) ; voir [Hs]
ou [R-L1].
Rappelons que la composante de l’ensemble de Fatou qui contient
x ∈ F (R) est l’union de tous les affino¨ıdes ouverts X ⊂ F (R) contenant
x et qui satisfont (4). Notons que toute composante de l’ensemble de
Fatou est un espace analytique ouvert.
La proposition suivante implique que duex composantes de l’ensemble
de Fatou ayant une intersection non vide sont egaux. En particulier
F (R) est l’union disjointe de ces composantes.
Proposition 7.1. Soient X,X ′ ⊂ P(Cp) des affino¨ıdes ouverts satis-
faisant (4). Si X ∩X ′ 6= ∅, alors X ∪X ′ aussi satifait (4).
Preuve. Soit x ∈ X ∩X ′ ⊂ F (R). Alors il y a trois cas.
(1) x appartient a` un bassin d’attraction. La Proposition 6.1 im-
plique que X ∪ X ′ est contenu dans le bassin du cycle corre-
spondant. Par conse´quent ∪n≥0R
n(X ∪X ′) est contenu dans le
meˆme bassin. Alors l’assertion suit de la partie 1 du Lemme 6.3.
(2) Il existe k ≥ 0 tel que Rk(x) ∈ E(R). La Proposition 6.1
implique X ∪ X ′ ⊂ R−k(E(R)) et donc ∪n≥0R
n(X ∪ X ′) ⊂
R−k(E(R)). Alors l’assertion suit de la partie 2 du Lemme 6.3.
(3) x n’appartient pas a` un bassin d’attraction et Rn(x) 6∈ E(R)
pour tout n ≥ 0. La Proposition 6.1 implique alors que ∪n≥0R
n(X∪
X ′) est disjoint de E(R). Si E(R) 6= ∅, alors E(R) est infini, car
il est ouvert. Donc l’assertion suit dans ce cas.
Supposons E(R) = ∅. Comme toute fonction rationnelle a au
moins un point fixe non re´pulsif (cf. [Be2]) il existe un point
fixe attractif z0 ∈ P(Cp) de R. Soit A le bassin de z0, qui
est infini car il est ouvert. Comme par hypothe`se x 6∈ A la
Proposition 6.1 implique que X ∪X ′ est disjoint de A. Comme
R−1(A) = A on conclut que ∪n≥0R
n(X ∪X ′) est disjoint de A.

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Proposition 7.2. Pour un point x ∈ P(Cp) les proprie´te´s suivantes
sont e´quivalentes.
(1) Il existe un voisinage X ⊂ P(Cp) de x tel que ∪n≥1R
n(X) omet
au moins 3 points de P(Cp).
(2) Il existe un voisinageX ⊂ P(Cp) de x tel que la famille {R
n|X}n≥1
soit uniforme´ment lipschitzienne pour la distance chordale.
Preuve. L’implication 1⇒ 2 (avec le meˆme voisinage X) suit du Main
Theorem de [Hs].
Supposons alors que la proprie´te´ 2 est satisfaite et soit δ ∈ (0, 1).
Alors on peut choisir une boule X contenant x, assez petite telle que le
diame`tre chordale de Xn = R
n(X), pour n ≥ 0, soit strictement plus
petit que δ < 1 = diam(P(Cp)). Alors Xn 6= P(Cp) et par conse´quent
Xn est une boule (Lemme 3.6). De plus Xi∩Xj 6= ∅ implique Xi ⊂ Xj
ou Xj ⊂ Xi. Alors il y a deux cas.
(1) Les boules Xn, pour n > 0, sont disjointes de X0. Alors ∪n≥0Xn
est disjoint de R−1(X0), qui contient au moins 3 points car X0
est ouvert.
(2) Il existe k > 0 tel que Xk intersecte X0. Si Xk ⊂ X0 alors
∪n≥0Xn = X0 ∪ . . . ∪ Xk−1 et une re´union finie de boules
de diame`tre chordale plus petit que 1 ; par conse´quent son
comple´mentiare contient au moins 3 points.
D’ature part, si X0 ⊂ Xk, alors pour n ≥ 0 on a Xn ⊂ Xn+k.
Donc Dn = ∪j≥0Xn+jk est une boule de diame`tre chordale
au plus e´gale a` δ < 1. Par conse´quent le comple´mentaire de
∪n≥0Xn = D0 ∪ . . . ∪Dk−1 contient au moins 3 points.

7.1. Proprie´te´s des composantes de l’ensemble de Fatou. Fixons
une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) de degre´ au moins deux.
Notons que tout espace analytique ouvert C ⊂ P(Cp) tel que ∪n≥0R
n(C)
omet au moins 3 de P(Cp), est contenu dans une composante de l’ensemble
de Fatou.
Proposition 7.3. Si F (R) 6= P(Cp), alors les composantes de F (R)
co¨ıncident avec les composantes analytiques de F (R).
Preuve. Par de´finition toute composante de F (R) est contenue dans
une composante analytique de F (R). D’autre part, par hypothe`se
J(R) = P(Cp) − F (R) est non vide et donc il est parfait, voir The-
orem 2.9 de [Hs]. En particulier J(R) est infini. Comme R−1(J(R)) =
J(R), pour tout X ⊂ F (R) l’ensemble
J(R) ⊂ P(Cp)− ∪n≥0R
n(X)
SUR LA STRUCTURE DES ENSEMBLES DE FATOU p-ADIQUES. 23
contient au moins 3 points. 
Proposition 7.4. Soit C une composante de F (R). Alors chaque com-
posante analytique de R−1(C) est une composante de F (R).
Le corollaire suivant est imme´diat.
Corollaire 7.5. L’image d’une composante de F (R) par R est aussi
une composante de F (R).
On montre aussi la proprie´te´ suivante.
Proposition 7.6. Pour n ≥ 1 les composantes de F (Rn) co¨ıncident
avec les composantes de F (R).
La preuve des Proposition 7.4 et 7.6 sont plus bas ; on conside`re
d’abord des lemmes.
Lemme 7.7. Soit C ⊂ P(Cp) un ensemble contenant au moins trois
poins. Si pour tout n ≥ 1, Rn(C) est disjoint de C, alors ∪n≥0R
n(C)
omet au moins 3 points de P(Cp).
Preuve. L’ensemble ∪n≥0R
n(C) est disjoint de R−1(C), qui contient au
moins 3 points. 
Notons que par de´fintion, pour toute composante C ⊂ P(Cp) de
l’ensemble de Fatou, P(Cp)− C contient au moins 3 points.
Lemme 7.8. Soit C ⊂ P(Cp) un ensemble tel que P(Cp) − C contient
au moins 3 points. Supposons qu’il existe m ≥ 1 tel que Rm(C) ⊂ C
et tel que les ensembles C,R(C), . . . , Rm−1(C) soient disjoints deux a`
deux. Alors ∪n≥0R
n(C) omet au moins 3 points de P(Cp).
Preuve. On suppose que m ≥ 1 est le plus petit entier avec cette
proprie´te´. Si m = 1 alors le lemme est trivial, donc on suppose m > 1.
Notons que tout point pe´riodique de R dans C ′ a une pe´riode primitive
multiple de m > 1.
Comme pour tout k > 3 il existe un point pe´riodique de pe´riode
primitive k de R (voir Remarque 7.9 plus bas), on conclut que le
comple´mentaire de ∪n≥0R
n(C) = C ⊔ . . . ⊔Rm−1(C) dans P(Cp) conti-
nent une infinite´ de points. 
Preuve de la Proposition 7.4. Notons que par de´finition de F (R)
l’image d’une composante de F (R) est contenue dans une composante
de F (R).
Soit C ′ une composante analytique de R−1(C), il suffit de montrer
que ∪n≥0R
n(C ′) omet au moins trois points de P(Cp). Pour n ≥ 0
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soit Cn la composante de F (R) contenant R
n(C). Notons que toute
composante de F (R) qui intersecte C ′ est contenue dans C ′.
Alors soit pour tout n ≥ 0 la composante Cn est disjointe de C
′ et
alors l’assertion suit de la Proposition 7.7 ; soit il existe k ≥ 0 tel que
Ck ⊂ C
′ et alors la proposition suit de la Proposition 7.8. 
Preuve de la Proposition 7.6. Rappelons que F (Rn) = F (R). Notons
que toute composante de F (R) est contenue dans une composante de
F (Rn). D’autre part l’image par R d’une composante de F (Rn) est
contenue dans une composante de F (Rn) (cf. Proposition 7.4). Alors
l’assertion suit des Lemmes 7.7 et 7.8. 
Remarque 7.9. Un the´ore`me de I.N. Baker dit que toute fonction
rationnelle de degre´ au moins duex a des points pe´riodiques de tous les
pe´riodes (primitives) plus grands que 3 ; voir Theorem 6.2.2 de [Bea],
ou` l’e´nnonce´ est pour les fonctions rationnelles a` coefficientes dans C,
mais la de´monstration s’applique au cas de Cp (on peut aussi appliquer
le principe de Lefschetz).
8. Une proprie´te´ de point fixe pour les fonctions
rationnelles.
Le but de cette section est de montrer la proprie´te´ suivante. Rap-
pelons que pour une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) on note R∗ l’action
sur Hp induite par R.
Proprie´te´ de Point fixe. Soit R ∈ Cp(z) une fonction rationnelle et
soit X̂ ⊂ Hp un ensemble connexe contenant au moins deux points, tel
que R∗(X̂) ⊂ X̂. Alors, soit X̂ contient un point fixe rationnel de R∗ ;
soit il existe un point fixe attractif z0 ∈ P(Cp) de R, tel que X̂ contient
une demi-ge´ode´sique issue de z0.
La de´monstration de cette proprie´te´ et dans les Sections 8.2 et 8.3.
La Section 8.1 contient quelque rappels sur l’espace hyperbolique.
On utilisera la Proprie´te´ de Point Fixe de la fac¸on suivante, voir
Section 9. Conside´rons une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) et un espace
analytique X ⊂ P(Cp) tel que R(X) ⊂ X . Alors l’enveloppe convexe
de X
X̂ = {S ∈ Hp | S ≺ X}
(voir Section 3.3.3) est connexe et il contient au moins deux points
(Lemme 3.4). De plus la proprie´te´ R(X) ⊂ X implique R∗(X̂) ⊂ X̂
(Lemme 4.7) et alors on peut appliquer la Proprie´te´ de Point Fixe a`
X̂.
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8.1. Quelque rappels sur l’espace hyperbolique. Dans cette sec-
tion on conside`re de rappels sur l’espace hyperbolique Hp, voir Sec-
tions 3 et 4 de [R-L2] pour les re´fe´rences.
L’espace hyperbolique Hp est munit d’un distance, qu’on note d, pour
laquelle il est se´parable et complet. De plus (Hp, d) est un arbre re´el :
pour tous S, S ′ ∈ Hp distincts il existe un et un seul arc topologique
ayant S et S ′ comme e´xtremites et de plus cet arc topologique est
isome´trique a` un intervalle de R.
La distance entre deux points non singuliers S, S ′ ∈ Hp distincts est
de´finit comme suit. Soit B∞ (resp. B
′
∞) la boule associe´e a` S (resp.
S ′) contenant ∞ et posons D = P(Cp)−B∞ (resp. D
′ = P(Cp)−B∞).
Alors
(5) d(S,S ′) = logp
diam(D ∪D′)2
diam(D) · diam(D′)
,
ou` les diame`tres sont par rapport a` la distance sur Cp induite par la
norme | · |.
8.1.1. Segments ge´ode´siques.
De´finition 8.1. On dit que un point S ∈ Hp est entre deux points
distincts S0 et S1, si S0 et S1 appartienent a` des composantes connexes
distincts de Hp − {S}.
On note (S0,S1) l’ensemble de tous les points entre S0 et S1. De plus
on pose [S0,S1) = (S1,S0] = (S0,S1)∪{S0} et [S0,S1] = [S0,S1)∪{S1}.
Pour S0, S1 ∈ Hp distincts l’ensemble (S0,S1) ⊂ H
R
p est isome´trique
a` un intervalle de R, on l’appelle segment ge´ode´sique ; voir [R-L2] Sec-
tion 3.
Si S ∈ Hp est un point singulier, alors l’ensemble Hp−{S} est connexe
et donc S ne peut pas eˆtre entre deux points.
Si S ∈ HRp est un point non singulier, alors les composantes connexes
de Hp−{S} sont les enveloppes convexes des boules associe´es a` S (voir
Section 3.3.3). On a donc la partition
Hp − {S} = ⊔SB̂P ;
compare avec (3) (rappelons que B̂P = {S ∈ Hp | S ≺ BP}).
Notons que si X̂ ⊂ Hp est connexe, alors pour tous S, S
′ ∈ X̂ on a
(S,S ′) ⊂ X̂ . Par conse´quent tout partie connexe de Hp contenant au
moins deux points contient un point non singulier.
Le lemme suivant c’est le Lemme 2.11 de [R-L2].
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Lemme 8.2. Soit S ∈ Hp et S0, S1 appartenant a` la meˆme composante
connexe de Hp−{S}. Alors il existe un point S qui appartient a` la meˆme
composante connexe, tel qu’on ait
[S0,S) ∩ [S1,S) = [S,S).
8.1.2. Action des fonctions rationnelles sur Hp. Fixons une fonction
rationnelle R ∈ Cp(z). Alors l’action R∗ sur Hp induite par R satisfait
d(R∗(S), R∗(S
′)) ≤ deg(R) · d(S,S ′), pour S,S ′ ∈ Hp,
voir Corollaire 4.7 de [R-L2]. En particulier R∗ est continue.
La proposition suivante suit de la Proposition 4.6 de [R-L2], voir
aussi Lemme 8.2.
Proposition 8.3. Fixons un point S ∈ Hp.
(1) Pour tout S0 ∈ HP diffe´rent de S il existe S ∈ (S,S0) tel
que R∗ soit injective sur (S,S) et tel qu’on ait R∗((S,S)) =
(R∗(S), R∗(S)).
(2) Conside´rons les parame´trages
[S,S] = {S(t)}0≥t≥r0 et [R∗(S), R∗(S)] = {S˜(t)}0≥t≥r˜0
tel qu’on ait d(S,S(t)) = t et d(R∗(S), S˜(t)) = t. Alors il existe
un eniter d ≥ 1 tel que pour t > 0 petit on ait R∗(S(t)) = S˜(d·t).
8.2. Quelque lemmes pre´liminaires. La preuve du lemme suivant
de´pend de [R-L2].
Lemme 8.4. Soit X̂ ⊂ Hp un ensemble connexe contenant au moins
deux points et tel que R∗(X̂) ⊂ X̂. Si R∗ a un point fixe dans X̂, alors
elle a aussi un point fixe rationnel dans X̂.
Preuve. Soit S ∈ X̂ un point fixe de R∗. On suppose que S n’est
pas rationnel. Comme X̂ contient au moins deux points il existe un
point S0 ∈ X̂ diffe´rent de S ; on a (S,S0) ⊂ X̂ , car X̂ est connexe.
On montrera que tout point dans (S,S0) ⊂ X̂ , proche de S, est fixe´
par R∗. Comme les points rationnels sont denses sur chaque segment
ge´ode´sique (Lemme 3.3 de [R-L2]) on obtient l’assertion du lemme.
Si S = {P} est singulier alors R∗(P) = P et par le Lemme 5.3
de [R-L2] on a degR(P) = 1. Alors par la partie 2 du Lemme 5.8
de [R-L2] il existe un point S ∈ Hp − {S} tel que tout point de (S,S)
soit fixe´ par R∗. Par le Lemme 8.2 on peut supposer S ∈ (S0,S).
Si S = {P,P ′} est un point irrationnel, alors R∗(P) = P, R∗(P
′) =
P ′ et degR(P) = degR(P
′) = 1 (Lemme 5.2 de [R-L2]). On suppose
S0 ≺ BP . Alors l’assertion suit comme dans le cas pre´ce´dent. 
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Lemme 8.5. Soient S0, S˜ ∈ Hp des points distincts et conside´rons
S ′ ∈ (S0, S˜). Alors pour tout point S˜
′ satisfaisant d(S˜, S˜ ′) < d(S˜,S ′)
on a S ′ ∈ (S0, S˜
′) ; voir figure 2.
S0
S’~
S~S’
Figure 2.
Preuve. Il suffit de montrer que S˜ et S˜ ′ appartienent a` la meˆme com-
posante connexe de Hp − {S}. Si ce ne pas le cas, alors S
′ ∈ [S˜, S˜ ′] et
on aurait d(S˜, S˜ ′) ≥ d(S˜,S ′). 
Lemme 8.6. Soit S : [0,∞) −→ Hp une isome´trie sur son image, telle
que S(0) ∈ HRp . Alors apre`s changement de coordonne´e il existe t0 ∈ R
tel que pour t ≥ 0, S(t) est le point associe´ a` la boule {|z| < p−t+t0}.
Preuve. Notons que pour tout t ≥ 0 le point S(t) est non singulier.
Apre`s changement de coordonne´e on suppose que S(0) est le point
associe´ a` la boule {|z| < pt0} et que pour t > 0 le point S(t) appartient
a` la composante connexe de Hp − {S(0)} correspondante a` la boule
{|z| < pt0}. C’est a` dire S(t) ≺ {|z| < pt0} pour t > 0.
Pour t ≥ 0 soit B∞(t) la boule associe´e au point S(t) qui contient
∞ et posons D(t) = P(Cp) − B∞(t). Comme d(S(0),S(t)) = t on a
diam(D(t)) = p−t+t0 ; cf. (5). En particulier diam(D(t)) → 0 lorsque
t→∞.
De plus pour 0 < t0 < t1 le point S(t0) est entre S(0) et S(t1), donc
on a D(t1) ⊂ D(t0). C’est a` dire {D(t)}t≥0 est une suite decroissante
de boules dont l’intersection ∩t≥0D(t) consiste d’un point (car Cp est
complet).
Apre`s changement de coordonne´e fixant la boule {|z| < pt0}, on sup-
pose ∩t≥0D(t) = {0}. Alors D(t) = {|z| ≤ p
−t+t0} et par conse´quent
S(t) est le point associe´ a` la boule {|z| < p−t+t0}. 
8.3. Preuve de la Proprie´te´ de Point Fixe. Fixons une fonction
rationnelle R ∈ Cp(z) et soit X̂ ⊂ Hp un ensemble connexe contenant
au moins deux points et tel que R∗(X̂) ⊂ X̂ . Supposons alors que R∗
n’a pas de point fixe rationnel dans X̂. Par le Lemme 8.4, R∗ n’a pas
de point fixe dans X̂ .
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1.− On de´finira une application S : [0,∞) −→ X̂ qui soit une
isome´trie sur son image et telle pour chaque t > 0 on ait
S(t) ∈ (S(0), R∗(S(t))).
On choisit S(0) ∈ X̂ quelconque. Dans le 1.1 (resp. 1.2) on montrera
que si l’application S est de´finit pour 0 ≤ t ≤ t0 (resp. 0 ≤ t < t0), ou`
t0 ≥ 0, alors on peut e´tendre S a` [0, t1] (resp. [0, t0]) ou` t1 > t0. Ceci
implique qu’on peut de´finir S sur [0,∞).
1.1.− Conside´rons t0 ≥ 0 et supposons que l’application S soit de´ja`
de´finit pour 0 ≤ t ≤ t0. On e´tendra S a` un intervalle [0, t1], ou` t1 > t0.
Comme S(t0) ∈ X̂ on a R∗(S(t0)) 6= S(t0) par hypothe`se. Soit
0 < δ < d(R∗(S(t0)),S(t0)) assez petit tel que pour tout point S ∈ Hp
a` distance au plus δ de S(t0) on ait
d(R∗(S(t0)), R∗(S)) < d(R∗(S(t0)),S(t0))− δ.
Pour 0 ≤ t ≤ t0+δ on de´finit S(t) comme le seul point dans (S(0), R∗(S(t0)))
a` distance t de S(0). Alors l’application S de´finit sur [0, t0+ δ], est une
isome´trie sur son image.
Par de´finition de δ, pour t0 < t ≤ t0 + δ on a
d(R∗(S(t0)), R∗(S(t))) < d(R∗(S(t0)),S(t0))− δ ≤ d(R∗(S(t0)),S(t)),
or le Lemme 8.5 implique S(t) ∈ (S(0), R∗(S(t))).
1.2.− Supposons que l’application S soit de´ja` de´finit sur l’intervalle
[0, t0), ou` t0 > 0. On e´tendra l’application S a` [0, t0].
Comme S : [0, t0) −→ Hp est une isome´trie sur son image et Hp est
complet, il existe un point S(t0) limite de S(t) lorsque t→ t0. Comme
il exsite un seul arc topologique dans Hp ayant S(0) et S(t0) comme
extre´mite´s (car Hp est un arbre re´el) l’application S est un parame´trage
du segment [S(0),S(t0)).
1.2.1.− Supposons par contradiction R∗(S(t0)) = S(t0). Par hy-
pothe`se R∗ n’a pas de points fixes dans X̂ , donc S(t0) 6∈ X̂ . Soit B̂ la
composante connexe de Hp−{S(t0)} contenant X̂ . On a S(0), R∗(S(0)) ∈
X̂ ⊂ B̂. Donc par la Proposition 8.3 et le Lemme 8.2 il existe un entier
d ≥ 1 tel que pour t < t0 proche de t0 on ait
R∗(S(t)) = S(t0 − d(t− t0)).
Comme pour t < t0 on a t0 − d(t− t0) ≤ t, ceci contredit la proprie´te´
S(t) ∈ (S(0), R∗(S(t))).
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1.2.2.− On a donc R∗(S(t0)) 6= S(t0). On montrera d’abord que
S(t0) ∈ (S(0), R∗(S(t0))) et apre`s on conclura S(t0) ∈ X̂ .
Comme R∗ est continue on a
d(S(t), R∗(S(t)))→ d(S(t0), R∗(S(t0))) > 0 lorsque t→ t0.
Donc pour t < t0 proche de t0 on a d(R∗(S(t)), R∗(S(t0))) < d(R∗(S(t)),S(t)).
Comme S(t) ∈ (S(0), R∗(S(t))) le Lemme 8.5 implique dans ce cas
S(t) ∈ (S(0), R∗(S(t0))). Alors
d(S(t0), [S(0), R∗(S(t0))]) ≤ d(S(t0),S(t)) = t0 − t.
Comme cette dernie`re ine´galite´ est valable pour tout t < t0 proche
de t0, on conclut S(t0) ∈ [S(0), R∗(S(t0))]. Comme S(t0) 6= S(0) et
S(t0) 6= R∗(S(t0)), on a S(t0) ∈ (S(0), R∗(S(t0))).
Soit t < t0 assez proche de t0 tel que d(R∗(S(t0)), R∗(S(t))) <
d(R∗(S(t0)),S(t0)). Alors le Lemme 8.5 implique S(t0) ∈ (S(0), R∗(S(t))).
Comme S(0),S(t) ∈ X̂ on a R∗(S(t)) ∈ X̂ et
S(t0) ∈ (S(0), R∗(S(t))) ⊂ X̂.
2.− Comme X̂ ⊂ Hp contient des points non singuliers (car X̂ est
connexe et contient au moins deux points) on peut supposer S(0) non
singulier. Alors par le Lemme 8.6 apre`s changement de coordonne´e le
point S(t) est le point associe´ a` la boule {|z| < p−t+t0}. On montrera
que 0 est un point fixe attractif de R, ce qui termine la preuve.
2.1.− Supposons par contradiction R(0) 6= 0. Apre`s changement de
coordonne´e on suppose R(0) ∈ Cp. Notons que pour t≫ 0 l’ensemble
R({|z| < p−t+t0}) est une boule, soit r(t) son diame`tre. Alors R({|z| <
p−t+t0}) = {|z−R(0)| < r(t)} est une boule associe´e au point R∗(S(t)).
Si t > 0 est assez grand tel que r(t) < |R(0)| alors le point R∗(S(t))
(qui est associe´ a` la boule {|z − R(0)| < s(r)}) se´pare la boule {|z| >
p−t+t0}∪{∞}. Comme S(0) aussi se´pare la boule {|z| > p−t+t0}∪{∞},
les points R∗(S(t)) et S(0) appartienent a` la meˆme composante connexe
de Hp−{S(t)}. Mais ceci contredit la proprie´te´ S(t) ∈ (S(0), R∗(S(t))).
2.2.− On conclut que 0 ∈ Cp est un point fixe de R ; il reste a` montrer
qu’il est attractif. Posons λ = R′(0). Si λ = 0 il n’y a rien a` montrer,
donc on suppose λ 6= 0.
Alors pour r > 0 petit on a R({|z| < r}) = R({|z| < |λ|r}) et par
conse´quent pour t ≥ 0 grand on a R∗(S(t)) = S(t + logp |λ|). Donc la
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proprie´te´ S(t) ∈ (S(0), R∗(S(t))) implique logp |λ| < 0 et donc |λ| < 1.
C’est a` dire, 0 est un point fixe attractif de R.
9. Composantes pe´riodiques de l’ensemble de Fatou.
Fixons une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) de degre´ au moins deux.
Dans cette section on deduit le The´ore`me A :
The´ore`me A. Soit C0 ⊂ P(Cp) une composante pe´riodique de F (R).
Alors il y a deux cas.
(1) C0 est un bassin d’attraction imme´diat.
(2) C0 est une composante analytique du domaine de quasi-pe´riodicite´.
La preuve de ce the´ore`me est dans la Section 9.1.
Soit A(R) ⊂ P(Cp) l’union des bassins d’attraction imme´idat de R
et posons
A′(R) = ∪n≥0R
−n(A(R)) et E ′(R) = ∪n≥0R
−n(E(R)).
Notons que l’ensemble A′(R) est l’union des bassins d’attraction de R.
Il est facile de voir que les ensembles A′(R) et E ′(R) sont disjoints.
Notons que le The´ore`me A dit que A(R)⊔E(R) (resp. A′(R)⊔E ′(R))
est e´gal a` l’union des composantes pe´riodiques (resp. pre´pe´riodiques)
de l’ensemble de Fatou. Le corollaire suivant est alors imme´diat.
Corollaire 9.1. Pour une fonction rationnelle R ∈ Cp(z) les proprie´te´s
suivantes sont e´quivalentes.
(1) F (R) = A′(R) ⊔ E ′(R).
(2) Il n’y a pas des composantes errantes de l’ensemble de Fatou.
On a conjecture´ dans [R-L1] qu’on a F (R) = A′(R) ⊔ E ′(R) pour
toute fonction rationnelle. Par le corollaire pre´ce´dent ceci a lieu si et
seulement si il n’y a pas des composantes errantes de l’ensemble de
Fatou ; on peut comparer a` [Be1].
Dans le cas complexe on sait, d’apre`s un the´ore`me de D. Sullivan, que
toute composante connexe de l’ensemble de Fatou est pre´pe´riodique,
voir [Su].
On a aussi le corollaire suivant du The´ore`me A.
Corollaire 9.2. Les composantes analytiques de F (R)−(A(R)⊔E(R))
co¨ındicent avec les composantes errantes de F (R).
Preuve. Soit C ⊂ P(Cp) une composante errante de l’ensemble de Fa-
tou. CommeA′(R)⊔E ′(R) c’est l’union des composantes pre´pe´riodiques
de l’ensemble de Fatou, on a C ⊂ F (R)−A′(R)⊔E ′(R). Par conse´quent
SUR LA STRUCTURE DES ENSEMBLES DE FATOU p-ADIQUES. 31
il existe une composante analytique C ′ de cet ensemble qui contient C.
On a
A′(C) ⊔ E ′(R) ⊂ P(Cp)− ∪n≥0R
n(C ′).
Comme toute fonction rationnelle a un point fixe non re´pulsif (voir [Be2])
on conclut que l’ouvert A′(R)⊔E ′(R) n’est pas vide et par conse´quent
il est de cardinalite´ infinie.
Par la de´finition de composante on a C ′ ⊂ C et par conse´quent
C ′ = C. 
9.1. Preuve du The´ore`me A. Notons que par les Propositions 6.1
et 6.2 les bassins d’attraction imme´diat et les composantes analytiques
du domaine de quasi-pe´riodicite´ sont des composantes de l’ensemble de
Fatou.
Alors le The´ore`me A est une conse´quence imme´diate de la proposi-
tion suivante (rappelons que l’ensemble de Fatou est l’union disjointe
de ces composantes).
Proposition A. Soit X ⊂ P(Cp) un espace anlytique tel que R(X) ⊂
X. Alors X intersecte un bassin d’attraction imme´diat ou le domaine
de quasi-pe´riodicite´.
La preuve de cette proposition est plus bas, d’abord on conside`re
quelque lemmes.
Lemme 9.3. Soit B = {|z| < r} et soit R ∈ Cp(z) une fonction
rationnelle telle que R(B) ⊂ B.
(1) Si R(B) = B et R : B −→ R(B) est de degre´ 1, alors B ⊂
E(R) et pour tout r0 ∈ (0, r) et r
′ > 0 il existe n ≥ 1 tel que
|Rn − id| ≤ r′ sur {|z| ≤ r0}.
(2) Si R(B) 6= B ou R : B −→ R(B) est de degre´ plus grand que
1, alors B contient un point fixe attractif z0 de R et tout point
dans B converge vers z0 par ite´ration positive.
Esquisse de preuve ; voir [R-L1]. La partie 2 est une conse´quence simple
du Lemme de Schwarz. Donc on suppose R(B) = B et R : B −→ B
de degre´ 1. Notons que la deuxie`me assertion de la partie 1 implique
que tout point dans B est re´current par R et donc B ⊂ E(R).
Fixons r0 ∈ (|R(0)|, r) et conside´rons la norme uniforme sur B0 =
{|z| ≤ r0}, qu’on note ‖ · ‖. Comme R : B −→ B est de degre´ 1 on a
|R′| = 1 sur B et il existe λ ∈ Cp de norme 1, tel que |R
′ − λ| < 1 sur
B. Quitte a` changer R par un ite´re´, on suppose |R′ − 1| < 1 sur B.
Alors il existe γ ∈ (0, 1) tel que ‖R− id‖ ≤ γr.
Pour m ≥ 1 on pose εm = R
pm − id. Alors pour k ≥ 1 on a,
Rkp
m
(z) = z + εm(R
pm) + · · ·+ εm(R
(k−1)pm) = kεm(z) + rm(z),
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ou` ‖rm‖ ≤ r
−1‖εm‖
2 ≤ γ‖εm‖. Par conse´quent on a ‖εm+1‖ =
1
p
‖εm‖
pour m assez grand. Donc ‖εm‖ −→ 0 lorsque m→∞. 
Lemme 9.4. Soit X ⊂ P(Cp) un espace analytique. Supposons que
S ∈ HQp est un point rationnel fixe´ par l’action de R et tel que S ≺ X.
Alors X intersecte un bassin d’attraction imme´diat ou le domaine de
quasi-pe´riodicite´.
Preuve. Soit T ⊂ S l’ensemble fini tel que pour tout P ∈ S −T on ait
BP ⊂ X et R(BP) = BR∗(P) (voir Proposition 4.2 et la partie 3 de la
Proposition 3.7). Comme toute fonction rationnelle a` coefficients dans
Fp a` une infinite´ de poins pe´riodiques (cf. Lemme 10.1 de [R-L2]) il
existe un bout P ∈ S pe´riodique par R∗ et tel que R
n
∗ (P) 6∈ T , pour
n ≥ 0. Alors il existe k ≥ 1 tel que Rk(BP) = BP or le lemme pre´ce´dent
implique que BP ⊂ X intersecte un bassin d’attraction imme´diat ou le
domaine de quasi-pe´riodicite´. 
Preuve de la Proposition A. Soit X̂ = {S ∈ HRp | S ≺ X} l’enveloppe
convexe de X ; voir Sections 3.3.3 et 8. Alors X̂ est un ensemble
connexe contenant au moins deux points (Lemme 3.4).
Comme R(X) ⊂ X , on a R∗(X̂) ⊂ X̂ (Lemme 4.7). Alors, par la
Proprie´te´ de Point Fixe il y a deux cas.
(1) Il existe un point fixe rationnel S ∈ HQp de R∗ tel que S ≺ X .
Alors la proposition suit du Lemme 9.4.
(2) Il existe un point fixe attractif z0 de R, tel que X̂ contient une
demi-ge´ode´sique issue de z0. Alors z0 appartient a` la fermeture
topologique de X (Lemme 3.4) et par conse´quent X intersecte
le bassin d’attraction imme´diat de z0.

10. Appendice 1.
L’objectif de cet appendice est de montrer le lemme suivante, qu’on
utilise dans la Section 5.
Lemme 10.1. Conside´rons r0, r
′
0 > 0 et posons B0 = {|z| < r0} et
B′0 = {|z| < r
′
0}. Supposons que l’image par l’action de R du bout de
B0 est le bout de B
′
0. Conside´rons r ∈ (0, r0) et soit C = {r < |z| < r0}.
Alors on a exactement une des proprie´te´s suivantes.
(1) B′0 ⊂ R(C).
(2) L’ensemble C ′ = R(C)∩B′0 est une couronne dont l’un des ces
bouts est le bout de B′0.
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Si de plus le degre´ de R au bout de B0 est au moins deux,
alors il existe m > 0 inde´pendent de r, tel que on ait
mod(C ′) ≥ mod(C) + min{m, mod(C)}.
Le preuve de ce lemme de´pend du lemme suivant.
Lemme 10.2. Soient 0 < r1 < r0 et supposons que la fonction ra-
tionnelle R n’a pas ni ze´ros ni poˆles dans {r1 < |z| < r0}. Alors
|R(z)| = a|z|d sur {r1 < |z| < r1}, ou` a > 0 et d ∈ Z. Si l’on a d ≥ 1,
alors R({r1 < |z| < r0}) = {ar
d
1 < |z| < ar
d
0}.
Preuve. Par hypothe`se R est de la forme λP/Q, ou` λ ∈ Cp − {0},
P (z) = (z − a1) · . . . · (z − ak) · (1− zb1) · . . . · (1− zbm),
Q(z) = (z − a′1) · . . . · (z − a
′
k′) · (1− zb
′
1) · . . . · (1− zb
′
m′),
avec |ai|, |a
′
i| < r0 et |bj |, |b
′
j| < r
−1
1 . Alors r0 < |z| < r1 implique
|R(z)| = |λ| · |z|k−k
′
.
Supposons d = k − k′ ≥ 1. Apre`s changement de coordonne´e au
de´part on peut supposer |λ| = |w|. Alros tout r0 < |z| < r1 satisfaisant
R(z) = w est de norme e´gale a` 1. De plus P (z)− wQ(z) = λS(z), ou`
S(z) = zk − (w/λ)zk
′
modmp (rappelons que mp est l’ideal {|z| < 1}).
Par conse´quent il y a d = k−k′ ≥ 1 pre´images de w dans r0 < |z| < r1,
compte´es avec multiplicite´. 
Preuve du Lemme 10.1. Pour r > 0 soit Sr le point associe´ a` {|z| < r}.
Supposons B′0 6⊂ R(C) ; apre`s changement de coordonne´e on se rame`ne
au cas 0 6∈ R(C). Soient r < rk < . . . < r1 < r0 les normes des
poˆles de R dans C. On pose r = rk+1 et pour 0 ≤ i ≤ k on pose
Ci = {ri+1 < |z| < ri}.
1.− Comme R n’a pas ni ze´ros ni poˆles dans Ci, on a |R(z)| = ai|z|
di
sur Ci, ou` ai > 0 et di ∈ Z (Lemme 10.2). Comme l’image du bout de
B0 est le bout de B
′
0, on a d0 ≥ 1. Donc R(C0) = {r
′
1 < |z| < r
′
0}, ou`
r′1 = a0r
d0
1 (Lemme 10.2).
2.− On montre par induction R(Ci) = {r
′
i+1 < |z| < r
′
i} pour 0 ≤
i ≤ k, ou` 0 < r′k+1 < . . . < r
′
1 < r
′
0. Par le Lemme 10.2 il suffit de
montrer di ≥ 1 pour 0 ≤ i ≤ k.
Par 1, ceci est vraie pour i = 0 ; supposons par induction que cette
proprie´te´ est vraie pour i−1. Alors l’image du bout de {|z| > ri}∪{∞}
est le bout de {|z| > r′i} ∪ {∞} et par conse´quent R∗(Sri) = Sr′i . Soit
B une boule associe´e a` Sri telle que l’image de son bout soit le bout
de {|z| < r′i}. On a 0 ∈ {|z| < r
′
i} ⊂ R(B) (Lemme 3.6) et comme
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0 6∈ R({r < |z| < r0}) on conclut B = {|z| < ri}. C’est a` dire, l’image
du bout de {|z| < ri} est le bout de {|z| < r
′
i} et par conse´quent di ≥ 1.
3.− Soit 1 ≤ i ≤ k et soit B ⊂ {|z| = ri} une boule associe´e a` Sri.
Comme 0 6∈ R(C), R(B) est une boule (Lemme 3.6) qui est associe´e
a` Sr′
i
et qui est diffe´rente de {|z| < r′i}. Comme R∗ : Sri −→ Sr′i est
surjective (Proposition 3.7), on conclut que R({|z| = ri}) est soit e´gal
a` {|z| = r′i}, soit e´gal a` {|z| ≥ r
′
i} ∪ {∞}. Dans les deux cas on a
C ′ = R(C)∩B′0 = R({rk+1 < |z| < r0})∩{|z| < r
′
0} = {r
′
k+1 < |z| < r
′
0}.
4.− Il reste a` montrer la dernie`re assertion de la partie 2. Comme
l’image du bout de B0 est le bout de B
′
0, il existe s ∈ (0, r0) inde´pendent
de r tel que on ait |R(z)| = a0|z|
d0 sur {s < |z| < r0}. Soit m =
mod({s < |z| < r0}), on a mod(C0) ≥ min{m, mod(C)}. Notons que
d0 est le degre´ de R au bout de B0. Donc par 2, si d0 > 1 on a
mod(C) =
∑
di · mod(Ci) ≥
∑
mod(Ci) + (d0 − 1) · mod(C0).
≥ mod(C) + min{m, mod(C)}.

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